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Modélisation stochastique en grande dimension et
identification en inverse aux travers de probémes aux limites
de champs de tenseurs ahtoires non gaussiens

C. Solize?

a. Universit Paris-Est, Laboratoire Mo@lisation et Simulation Multi-Echelle (MSME UMR 8208 CNRS),
5 bd Descartes, 77454 Marne-la-Ve#t Cedex 2, France

Résune :

On présente une madisation probabiliste et I'identification de champs stochastiques non gaussieslsurs
tensoriellesa I'aide de doniees exprimentales partielles relatived un vecteur observation de la solution
d’'un probleme aux limites stochastique, ce derniant fonction du champ @atoire & valeurs tensorielles

qui doit étre identife. La molisation stochastique est baes sur 'introduction d’'un moéle probabiliste a
priori du champ de tenseur non gaussien et de seveloppement sur les chaos polynomiaux gaussiens avec
coefficients @atoires. La rethodologie d’identification en inverse est Basur la formulation et lagsolution

de plusieurs prol#mes d’optimisation, le dernigtant celui relatifa la construction du mogle probabiliste

a posteriori adapkéea la tres grande dimension. Laathodologie est illustre dans le cadre d’un probime
d’élasticié linéaire tridimensionnelle pour de n&iaux ayant une microstructure complexet#rogene.

Abstract :

We present the probabilistic modeling and the identification of non-Gaussian tensor-valued random fields using
partial experimental data relative to a partial observation vector of the solution of a stochastic boundary value
problem, the latter being a function of the tensor-valued random field which must be identified. Stochastic mo-
deling is based on the introduction of a probabilistic model of a prior non-Gaussian tensor-valued random field
and its development on the polynomial Gaussian chaos with random coefficients. The identification methodo-
logy is based on several optimization problems, the last being on the construction of a posterior probabilistic
model adapted to high dimension. The methodology is illustrated through a three-dimensional linear elasticity
problem for materials with a complex heterogeneous microstructure

Mots clefs : 3 maximum : champ aleatoire ; non gaussien ; identification

1 Introduction

Nous présentons les principaux résultats d’une recherche récente publiée dans [20] avec ses extensions sou-
mis dans [22]. Cette recherche est consacrée a I'identification des Coefficients Aléatoires Vectorielles (CAV)
du Développement en Chaos Polyndmiaux (DCP) en grande dimension d’'un champ de tenseur aléatoire
non gaussien inconnue, l'identification étant faite a I'aide de données expérimentales partielles et limitées,
au travers un Probleme Aux Limites (PAL). Les données expérimentales sont liees a un vecteur d'obser-
vation qui est la solution du PAL qui dépend du champ de tenseur stochastique a identifier. Une nouvelle
méthodologie est proposée pour réesoudre ce probleme tres difficile en grande dimension. Rappelons que la
méthodologie pour construire le DCP d’un champ aléatoire a été proposé dans [6] en se basant sur les travaux
de Wiener [26]. Depuis de nombreuses méthodologies erd®Eloppées dans ce domaine (voir par exemple

[7,4, 15,9, 16, 23, 11, 18, 10, 24, 12]. Les méthodes stochastiques inverses et les approches Bayésiennes ont
recues une attention particuliere (voir par exemple [25, 8, 27, 13, 14]). Lidentification, a I'aide de données
expérimentales, des CAV déterministes du DCP d’'un champ non-gaussien a valeurs réelles en utilisant le
maximum de vraisemblance a été analysée dans [5] et, plus recemment, a été revisitée dans [3]. Dans [2],
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les auteurs proposent de construire le modele stochastique des CAV aléatoires du DCP a l'aide de la distri-
bution d’échantillonnage asymptotique gaussienne construit avec I'information de Fisher. Dans le travail [1],

en continuité de [19], I'identification bayésienne des distributiansosteriorides CAV aléatoires du DCP

est proposée. Néanmaoains, cette approche trés intéressante n’est pas adaptée aux problémes en tres grande di
mension (cas pour lequel plusieurs millions de variables aléatoires devraient étre identifiees). C'est la raison
pour laquelle nous proposons, dans cette communication, un résumé d’'une nouvelle méthodologie pour les
problémes en trés grande dimension [20, 21, 22].

2 Definition du problemea résoudre

(1) Probleme Aux Limites Stochastiqués considére un PAL pour un champ vectofie{x) = (u1(X), u2(X),
uz(X)),x € Q} défini sur un ouvert born@ deR? de point générique = (x1, 2, z3). Ce PAL dpend d’'un
champ stochastique non gaussien a valeurs dans les tenseurs du 4erf€(gidkec Q} avecC(x) =
{Cijre(X) }ijre, inconnu et a identifier en inverse. Le champst mesuré seulement sur la pattigs du bord
00 =Ty UTgpsUT du domaing).

(2) Approximation par la rathode des Eiments Finis (EF)Le PAL stochastique est discrétisé par la méthode
des EF. SoiZ = {x!,...,x™} c Q la partie finie de&Q constituée des points d’intégration des EF utilisés
dans le maillage d€. Pour toutx fixé, C(x) est représenté par la matri¢®l x 21) aléatoire[A(x)] telle
que [A(X)]7; = Cyjrn(x) avec une correspondande= (i,j) et J = (k,h). SoitU = (U°PS U Je
vecteur aléatoire a valeurs daR% = R™obs x R™nobs avecm = moeps+ Mnobs CONStitué de tous les Degrés
De Liberte (DDL) de I'approximation EF du champ Le vecteur aléatoir&)°PS = (U°bs ... U ) des

Mobs
observations est constitué deg,s DDL observés pour lesquels il y a des mesures. Le vecteur aleatiire—
(Upobs, Uﬁ;ﬁs) est constitué de tous les autres DDL (surfaciques et volumiques) non observés et seront
utilisés pour contrdler la qualité de l'identification. Le vecteur aléatbirest donc une transformation non
linéaire desV,, matrices aléatoires dépendan{@s(x)],x € Z}. Cet ensemble fini de matrices aléatoires est

représenté par un vecteur aléatdire- (1, ..., V,,,). Par conséquent, on peut écrire
U= h(V) 7 UObS: hObS(V) 7 UnObS: hnObS(V) ’ (1)

avecv — h(v) = (h°°v),h""Y4)) une application non linéaire déterministe (mesurableRde dans
R™ = R™obs x R™nobs qui peut étre construite numériquement "point par point” en résolvant le PAL discrétisé.

(3) Donrées exprimentalesOn suppose que I'on dispose dg, données expérimentala8§®! ... usPrexp
dansR™ pour le vecteur observatidd®Ps aveCreyp relativement petit (données expérimentales partielles et
limitées). Ces données sont considérées comypeealisations indépendantes du vecteur aléatdf8 défini

sur 'espace probabilis@ <P, 7%, Pe*P) et correspondant au vecteur aléatoire des observatithigles vec-
teurs aléatoiresl®® et U°PS ne sont pas définis sur le méme espace probabilisé).

(4) Probleme stochastique inverserésoudreLe problémea’résoudre est I'identification du vecteur aléatoire
non gaussiel¥y qui représente la discrétisation du champ stochasti@ier), x € 2}, en utilisant les données
expérimentales partielles et limitee§ ™!, . .. ue*Pvexr relatives au vecteur aléatoire des observatid?s tel
queU°Ps = hobS(V) avech®S une application non linéaire déterministe et connue.

3 Méthodologie d’identification du DCP en grande dimension avec des do@es
experimentales partielles et limitees
La méthodologie proposée pour I'identification des coefficients aléatoires, en grande dimension, du développemer

en chaos polyndmiaux de la discrétisation du champ stochastique a valeurs tensorielles a I'aide de données
expérimentales partielles et limitées est constituée de 6 étapes.

Etape 1 Introduction d’'une famille de Magles Algbriques Stochastiques (MAS) a priori pour le vecteur
aléatoireV. Par hypothese, les données expérimentales partielles ne sont pas suffisantes pour estimer la matrice



20°MeCongrs Francais de Mcanique Besancon, 29 @pbau 2 septembre 2011

de covariancéC'y| qui doit étre connue si I'on veut pouvoir construire une représentation statistique réduite a
I'aide d’'une analyse en composante principal&dee qui correspond un dveloppement de Karhunen-Loeve
tronqué du champ stochastiglié (x)], x € 2}). De plus on veut que la représentation statistique réduite ait la
capaci€ de \erifier les propriétés mathématiques de la famille de matrices aleafoies')], ..., [A(x?)]}

(par exemple des propriétés de positivite€). Pour contourner ces deux difficultés, on propose d’introduire une
famille {[AM*S(x;w)],x € Q}, de Modeles Algébriques Stochastiques (MASpriori du champ stochas-

tique {[A(x)],x € Q} a valeurs matricielles. On en déduit une famiffé“*5(w)},, du MAS deV. Cette
famille est définie su(®, 7, P) et déepend d’'un parametre vectonelappartenant a un ensemble admissible
Cad- Cela signifie que la famillg P*S(dv; w) ,w € Caq} de mesures de probabilité skf** de la famille de
vecteurs aléatoireSVMAS(w) ,w € Caq} est parfaitement déterminée. De plus on suppose qu’un générateur est
construit pour calculery, réalisations independant&8S(6;w), ..., VMS(6,, ;w) pourd, ..., 0, dans

0. En pratique, le vecteww doit &tre choisi de petite dimension. Par exemple les composantesdsont

la valeur moyennéA], les longueurs de corrélation spatiale et des parametres qui permettent de controler le
niveau de fluctuations statistiques du chaff(x)] ,x € Q}.

Etape 2 Identification du moéle alggbrique stochastique optimaéel’aide des donées exprimentalesOn

utilise les données expérimentalee™P! ... u®Prexl pour identifier la valeur optimale°Pt dew. En uti-

lisant le modele numérique (voir 'Eq. (1)) et la familig4S(w) de MAS pourV, on construit la famille
{UPPSMAS (W) | w € Caq} des vecteurs aléatoires des observations, tell&JGBES (w) = hoPS(VMAS (w)) pour

w € Cag. Le MAS optimal est obtenu en résolvant un probleme d’optimisation qui permet d’obtenir la valeur
optimalew®?! dew. On peut utiliser pour cela une méthode des moindres carrés (pondérée ou non) qui mi-
nimise la distance de la famillgU°°SMAS(w) ,w € Caq} & la famille expérimentalgu®®! . . u®®ver} ou
encore, la méthode du maximum de vraisemblance. On obtient alors le MAS otiftal= VMAS (woPt),

Etape 3 Repésentation stochastiqueéeduite du MAS optimalSoientVMAS(6;),..., VMAS(4,, ) les v
réalisations independantes W¥"S. Le vecteur moye = E{VMAS} et la matrice de covarian¢€'ymas]| =
E{(VMAS ) (VMAS )T} sont estimés en utilisant les estimateurs statistiques usuelles et les réalisations
indépendante$VMAS(0,), ¢ = 1,...v¢ }. Soit [W] = [W!...W"] la matrice des: vecteurs propres de
[Cymas] associés aux plus grandes valeurs proprés > Ao > ... > X\, > 0. La représentation stochastique
réduite du MAS optimal s’écrit alors

n
VMAS ~ Vb > /S W 2)
j=1
avecn™s = (pfAS/ ... nMAS) une variable aléatoire du second ordre, a valeurs Bénselle que
E{n"}y =0 , E{n"S @™} =1L] . (3)

La convergence en moyenne d’ordre deux du membre de droite de I'Eq. (2)) par rapp@steetudiee
en construisant la fonction d'erreur — err(n) = 1 — (3_7_; Aj)/tr[Cymas] qui est une fonction mono-
tone décroissante. Leg, réalisations indéependantg¥s(6,),...,n"*3(6,,, ) sont calculées par la relation

S (0r) = A2 (VS (0) — V)T WA

Etape 4 Développement en chaos polynomiaux (DCP) avec des coeffidewntdeurs vectorielles (CAV)
déterministes de la refsentation stochastiquéduite du MAS optimalCette étape consiste a construire la
représentation suivante

N
™S ~ pMYN)  nTRRN) =) YL (E) 4)
a=1
dans laquelle les variables aléatoires réellg$=), ..., Uy (E) sont les polyndbmes d’Hermite normalisés,
renumérotés, du vecteur aléatoire Gaussien normalisé (=1,...,Ey,) (doncE{E} = 0 et B{EE"} =
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[In,]) et &fini sur(©, T, P), tels que, pour tout et 3 dans{1,..., N},
E{U,(B)} =0 , E{V.,(E)Y3(E)}=10u5 - (5)

ou d,p est le symbol de Kronecker. Le polyndbme constant qui correspond a l'indiee0 n’est pas inclus
dans I'Eq. (4). SoitV, le degré maximum des polyndmes d’hermite utilisés dans le développement. Alors le
nombreN de chaos dans I'Eq. (4) est

N = f(Ng,Ng) = (Ng+ N))! /(N N,D) =1 (6)

LURL

Dans I'Eq. (4)), le symbole” signifie que la convergence est en moyenne d’ordre deux Naauffisamment
grand. Les CAV déterministes sont I8svecteursy!, ...y~ dansR™ qui vérifient, compte tenu des Egs. (3)
et (5),

N
doyry =11 7
a=1

Soite — p,ws(e) la fonction de densité de probabilité (f.d.p) gi¢"S. Pour touty!,...,y" fixé dansR” et

satisfaisant I'Eq. (7)), soit — P, chaog ) (e;yh, ..., yM)lafd.p den;?ha"?(N). La convergence de la suite de
vecteurs aléatoire@®"2°{ V) } i versn“AS est contrdlée avec la fonction d’erreur suivante,

errj(Ng, Ng) = / |log, pnyAs(e) —log g pn;_:haos(N)(e; vyl yM)|de (8)
ou Bl; est un interval boradeR, adapté au probleme (voir [20]). L'estimation plgm( e) est faite par la
méthode des noyaux gaussiens en utilisant les réalisations indépenggfités), . . . , n;”AS(HVKL) calculées a
I'etape 3. De méme, pour des valeurs fixées des veagéurs. , y", I'estimation dep, chaog ) (€ ; yh.oooyY)
est faite en utilisant I'EQ. (4) et lesréalisations indépendantg$6, ), ..., =(6,) du vecteur gaussieg avec
01,...,0,in ©. Pour le vecteur aléatoing”"2°S \V), I'erreur er(N,, N;) est définie par

er(Ny, Ng) = Z err; (N, : 9)

Il est & noter que les Egs. (8) et (9) ne sont pas utilisées pour idextifier. , y", mais seulement pour évaluer,
pour chaque valeur d#& et pour des valeurs fixées g€, ...,y", la qualite de I'approximatiom™AS ~
n°"°{ V). Pour N fixé, l'dentifications dey',...,y" est faite par le maximum de vraisemblance comme
proposé dans [5] puis réutilisé par [2, 20]. Comme les variables aléatgifes .., n’*> sont dépendantes
mais non corrélées, on utilise I'approximation suivante du log de la fonction de vraisemblance,

n VKL
E( ZZ loglopnchaOS(N ( (03) y . 7yN) . (10)
j=1/1=1
La valeur optimaldy, ... y") de(y',...,y") est alors donnée par
yheoyY) =arg  omax L(yh..oyY) (11)
= = vyN)ecly
avecCl = {(y',...,yN) € RN | =N yeyeT — [1,]}. Pour la grande dimension, c'est-a-dire pour

n x N trés grand (plusieurs millions), le probleme d’optimisation défini par I'Eq. (11) est tres difficile et n’a été
résolu dans la décade passée que pour des petites valeues de Ce probé€me a piefre résolu dans [20, 21]

que grace a l'introduction de deux nouveaux algorithmes. Le vecteur aledtife= (UCPSMAS (JnobsMas)

construit avec le modéle numérique stochastique correspondant au MAS optimal représenté par le DCP, est
donné patU™s = h(VMS) avecV"*S ~ V 4 377 | \/A;7!"S W7 avecnAS ~ SN YO UL (E). Les
réalisations indépendantggd“*5(9,), ¢ = 1, ..., v} deUM*S peuvent alors étre calculées. POug k < mps,
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on en déduit les réalisations indépendantes de chaque comptgéiitelu vecteur aléatoire des observations
UOPSMAS et pourmeps + 1 < k < m, de chaque composarité™s deU"°PSMAS | a f.d.puy +— Prymas (ug) on

R de U} peut alors étre estimée avec ces réalisations indépendantes et la méthode des noyaux gaussiens.

Etape 5 Modele stochastique a priori des coefficientéaloiresa valeurs vectorielleOn introduite le modele
stochastiqua priori VP°" de VMAS  défini sur(©' x ©,7' @ T, P’ ® P), tel que

Vprior =V + Z )\j 77?rior Wi : (12)

Jj=1

avecnPrior — (nP1or POy défini sur(©’ x ©, 7' ® T,P' @ P), tel que
nprlor _ Z y @, prior \IIQ(E) ’ (13)
=1

ouyPrior = (yherior -y Nopriony est 3 valeurs dai®™N = R" ... xR", est défini sut®’, 7/, P'). Pour tout
(0/,0) dans®’ x ©, la réalisationVP™e'(¢/, §) de VPO s'écrit VPO(¢",0) = V. + >0, /A0S (0, 0) W
aV(_:,C,’,Iprior(e/’ 9) _ Ei\f:1 Ya,prior(gl) \IIQ(E(Q)) etypriorw/) _ (Yl,priorw/)’ o ,YN,prior(Q/))_

Soite > 0. La f.d.pa priori y — p”(y) surR™ du vecteur aleatoirdPrior — (yl.prior y N.prior)
est construite comme suit. Les vecteurs aléatoies™, ... Y N:Po sont pris indépendants dans leur en-
semble et chaque vecteur aléatoire est &€CHit"" = 2¢ [y*| U, + y* — e |y*| avecly®| = (ly{l,---,[y"))
les NV vecteurs deR” calculésa I'etape 4. Dans cette équatidii/y,..., Uy} est une famille de variables
aléatoires indépendantes et uniformes [url], définies sur(©’,7’,P’). Par conséquent, la composante

Y#PTO de YPT" est une variable aléatoire uniforme centréeyénet dont le support de sa loi de proba-

bilité ests$ = [g;“ —€ |g;“] YL Fe ]g;"| ]. On en @&duit queE{nP°"} = 0 et queE{Y*P™°"} = y* pour
o« = 1,...,N. Les fluctuations statistiques &P autour dey® sont contrdlées par. Sie = 0, alors
y prior _ Y p.s. N

Soit {[APT"(x1)],..., [AP"O"(xN2)]} |a famille desN,, matrices aléatoires associées au modéeiori VPror,
Cette famille doit vérifier une propriété noték,, (par exemple, pour tout in {1,..., N, }, [AP""(x*)] doit
étre définie positive p.s.). Par construction, peut= 0, cette propriétéP,,, est vérifiee. Cependant, pour
e > 0, cette propriété peut ne pas étre vérifiee pour certaines réalisations. La méthode de réjection est alors
utilisee pour construire le sous ensemble des réalisations indépendantes pour leBgyetisissatisfaite. Soit
e > 0. SoientYP"®'(9}),...,YP"'(9),) lesv’ réalisations indépendantes Wé"*". Soient=(6,),...,E(6,)
les v réalisations indépendantes e Pourf), et §, fixés, soitVP"*'(9;,,6,) la réalisation devVP"" et soit
[APTOT(x1: 07, 0,)],..., [APT"(xNe: 6),,0,)] les realisations correspondantes[A&™°"(x!)], ..., [AP""(xN»)].

Si la famille {[AP1"(x1; 0/, 0,)], . . ., [APTO"(xN>: 91, 6,)] } vérifie la proprietép,,,, alors la réalisatiod),, 6;)
estgardée et, sinon, elle est rejetée. Pouixé, on introduit le sous ensembléy, , . . ., Oe;w) tde{6q,...,0,},
avecr(¢') < v, pour lequel la propriét®,,, est vérifiee.

Pour tout?’ fixé dans{1,...,v'}, les réalisation&P°'(6,,,6,,) pourj = 1,...,(¢') deUPror = (yebsprior,
ynobsprior) — h(yPrion) sont calculées avec le modéle numeérique stochastique construit avec le mpdéte
YPO' de Y. Pourl < k < m, la f.d.puy — pUp,iO,(uk) surR de U™ est estimée avec ces réalisations

indépendantes et la méthode des noyaux gaussiens.

Etape 6 Modeéle stochastique a posteriori des coefficienésabiresa valeurs vectorielles

La méthode de Bayes est utilisée pour construire le madptesterioriy PStde YP™', Poury = (y*,...,y"V)
fixe dansR™™ = R™ x ... x R™, soitU = (U°PS, U"°"9) te| queU = h(V) avecV le vecteur aléatoire a valeurs
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R™ tel queV = V4377, \/A;n; W7 (voir Eq. (12)) et = (1, ... ,7,) tel quen = SNy, (2) (voir

Ed. (13)). Soiti — pjobs, (1) la f.d.p conditionnelle suk™ebs deUsi Y = (Y*,...,Y") est égal &

y = (y',...,yV)in R"V. Le modele numérique stochastique permet donc de calculer les f.d.p conditionnelles
UPS i by (UOPS]y) €tufPs — ppjobsy (uf™ly). Le modelea posterioriUPos = (UPsPost ynobspost) sgcrit
UPOSt— h(yPost) | |JobSPOSt — pobsypost) et (ynobsPOst — pnobsyposh gyecyPostle modelea posterioride VPror

qui s’écrit, compte tenu des Eqgs. (12) et (13),

yPost _ V + Z )\j n?OSth ’ (14)
Jj=1

avecnPost= (nP°% . nP° le vecteur aléatoire définisi®’ x ©,7' @ T, P’ © P), tel que

N

npost: Z YO"pOSt\I/a(E) ’ (15)
a=1
et ouYPOSt= (yLPost 'y N.postqefini sur(@’, 77, P') dont la f.d.p suR™", & estimer par Bayes, est notée
y — pb**(y). La méthode de Bayes permet alors de calcpfér par
py) = L®*y) o8 (y) (16)

avecy — LP¥e{y) la fonction de vraisemblance définie #" par

vex|
TP pobsy (U] y)

E{Hzg(lp Pyobsy (uexpt|yprior)}

LPy) = (17)

Laf.d.pug - pyposi(ui) SUTR de UP** est alors donné Paf, posi(uy,) = E{LPAEYPO) s,y (ug [ YPTOT) }

avecpy, |y(uxly) la f.d.p conditionnelle d&/,. si Y = y. Cette approche usuelle peut se révéler peu efficace en

trés grande dimension avec des données patrtielles et limitées. Une variante de la méthode présentée ci-dessus
eté développée dans [22] et est utilisee dans I'application présentée dans le paragraphe”

4 Application

On considere une microstructure représentée par le dorfiise (]0, 1[)* de R?, dont le bord est) =
IyUTopsJT et qui est occupé par un matériau hétérogene linéaire élastique anisotrope dont le champ du tenseur
d’élasticité,a I'echelle mésoscopique, est modélisé par le champ stochastique non gaussien a valeurs dans les
tenseurs du 4eme ord{€(x),x € Q} avecC(x) = {Cjjre(X)}ijre. SOit{u(x) = (u1(X),u2(X),uz(x)),x €

Q} le champ de déplacemeatlechelle mésoscopique. La loi de comportement du matériau s’écrit donc
Sik(X) = Cjrem(X) €em (X), avecsle tenseur des contraintessde tenseur des deformations tel qug, (u(x)) =

$(0ug(X) /0y, 4+ Oum (X)/Ox¢). Le probleme aux limites considesécrit,

—divs=0 in Q
ux)=0 on Iy , (18)
sx)n(x)=g"(x) on T and  s(x)n(x)=0 on Igps |,

ou n(x) = (n1(x), n2(x),n3(X)) est la normale unitaire @&? exterieure 2.

Etape 1 On introduit la famille{C"*S(x;w),x € Q},, de MAS, définie dans [16, 17]. Pour toxdans?,
CMAS(x;w) est représenté par la matrice symétrigéie< 6) définie positive[AM*S(x; w)] et qui dépend du
parametre vectoriel = (6, L.) € Caq et de la valeur moyennigA];;, 1 < i < j < 6}) du champ qui est fixée

a une matrice définie positive donnée et independante lde parametré > 0 contrdle le niveau des fluctua-
tions statistiques dt. > 0 est une longueur de corrélation qui contrdle les longueurs de corrélation spatiale du
champ. Le cub€|0, 1[)? est mailE aved x 6 x 6 = 216 élements finis & noeuds et a 8 points d’intégration par
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EF. On a donaV,, = 1 728 points d'intégration. La dimension du vectéeS(w) qui discrétisdAMS(.; w)]

est alorsny = 21 x N, = 36 288. Les 4 noeuds d’angle de la face = 1 sont bloqués. Un force de com-
posanteg0, 1,0) est appliquée au noeud de coordonn@es, 1). Les DDL observés sont les déplacements
suivantsr, etxg de tous les noeuds a l'intérieur de la face du cupe= 0. Comme il y a49 noeuds sur chaque
face du cube dor#t5 noeuds a l'intérieur de chaque face, omgys = 2 x 25 = 50 DDL observés. Le nombre
de DDL non observés est doneyons = 967 pour un total den = 1017 DDL. On dispose dee, = 200
ensemble de données expérimentales (voir [22]).

Etape 2 Le probleme d’optimisation pour identifier le MAS optimal est formulé avec la fonctionwo&t
J(w) défini dans [20]) et est estimée, pour chagyavec le modele stochastiqué®SMAS(w) = hoPS(YMAS (w))
qui est résolu par la méthode de Monte Carlo av@0 réalisations indépendantes §é"S(w). La valeur
optimalew®Pt = (§°Pt, 1.2) qui correspond au minimum de la fonction colit, est obtenue W= 0.42 et
L' = 0.34. La Fig. 1 de gauche montre le graphe de la fonctiod. ) — J (6, Le).
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L - error for log(pdf)

Cost function J( &, LC)

o0 B N W o~ O O

0.4

o

0.5
5

oa s 10 15 20 25 30
0.3 -

02 02 Maximum degree Nd of the polyomial chaos
Dispersion parameter & Spatial correlation length LC

FIG. 1 — GAUCHE : Fonction colts, L.) — J(d, L.) pour I'identification du MAS optimal en utilisant les
données expérimentales partielles.

DROITE : Fonction d’erreuiN, — err(N,, Ny) pourn®"@°{N) avecN = f(N,, N) etN, = 4.

Etape 3 Le MAS optimal VMAS(wOPY) est simplement not&MAS. Sa valeur moyenn¥ = E{VMAS(woPH}

est un vecteur d&3¢ 288 et sa matrice de covarian@@ywas] est une matricé36 283 x 36 288). Ces deux
moments sont estimés avec le MAS optimalgt = 1 000 réalisations indépendantes. Le sous espace propre
dominant du probléme au valeur propé&,was] W/ = \;W7 est construit par la méthode d'itération dans les
sous espaces. La convergence de la représentation réduite pour une tolérance rélativesi®btenue pour

n = 550.

Etape 4. Les calculs sont menés pour= 550, v, = 1 000 etr = 11 000. La convergence est obtenue pour
Ny = 4 etlaFig. 1 de droite montre le graphe de la fonction d’erreur (pope= 4). Une convergence raison-
nable est obtenue podi,; = 20. A la convergence, = 4 erN; = 20),ilya N = 10 625 CAV déterministes
dans le DCP dg°"°{ V), c’est-a-dire qu'il y & 843 750 = 10 625 x 550 coefficients réels qui ont &té iden-
tifiés. La Fig. 2 est relative a I'analyse de la convergence en fonction du naWbref (N4, N;) de chaos
pour deux coordonnées= 1 etj = 550, pourN, = 4 et pourNy; = 9 (N = 714), Ng = 20 (N = 10 625)

et pourN, = 22 (N = 14 949). Chaque figure montre la comparaison du graphereleelogw(pnws (e)) pour

le MAS optimal avec le graphe der— log:o(p,ehaog (e ¥, ..., y")) pour le DCP avedV = f(Ny, Ng)
chaos. La qualité de la convergence est similaire pouidgsutres coordonnées.

Etapes 5 and 6 Les calculs sont faits avec= 550, N = 10 625, ¢ = 1.2, v’ = 10 000 etr = 3 000. Chaque
matrice de la famille{[AP""(x1; 0},,0,)], ..., [AP""(x»; 0},,0,)]} doit &tre définie positive (propriete.,).
Pourd), fixé, le sous ensembl@,,, ..., 0. )} de{b,,...,0,} aété dterminé avec le modéle numérique sto-

v(e!

chastique pour quB,,,, soit vérifiee. Le nombre total de réalisations déns © estzz,/:1 v(0) = 3439 684.
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FiG. 2—Analyse de convergence par rapport au nomiree chaos. Comparaisons des graphes p ,uas (¢)
(trait mince) avec les graphes de— pnghaos(e) estinés en utilisant le DCP avedy chaos (traitépais), pour

differentes valeurs dév et pour les coordonges; = 1 etj = 550. Axe vertical :log,, de la f.d.p Axe
horizontal : valeure den;.

Les Figs. 3 et 4 comparent les f.d.p des données expérimetitditavec les f.d.p les réponses aléatolrigs™
etUP associees HPo" et VPOt La Fig. 3 est relative aux DDL observesui correspondent au déeplacement
xo des noeudd7 et 37 (parmi les25 noeuds a l'intérieur de la face; = 0 du cube). La Fig. 4 permet de
voir la qualité de lidentification en examinant les DDL non obserké&gii correspondent au déplacement
x9 des noeud§4 et 174 a I'intérieur du cube, pour lesquels, les coordonnées @67, 0.500,0.500) et
(0.500, 0.500, 0.8333).
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FIG. 3 —Pour les DDLk obsenés correspondant auxéplacements:, des noeudd7 et 37, graphes de
ud"s — ﬁfop(uibs) (trait continu mince)u$"s — pUSbsprior(uzbs) (trait pointille-tirete), us*s — pU]?bspost(Uzbs)
(trait épais).
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FIG. 4 —Pour les DDLkL non obseres correspondant auxéplacements, des noeud§4 et 174, graphes
de uf°™s — ﬁfop(ug"bs) (trait continu mince),u}®*s pUnobsprior(ugObS) (trait pointille-tiret), ujo®s

pUnobspost(ur]lc’bg) (trait épais).
.

5 Conclusions

Nous avons présenté une méthodologie pour identifier le développement en chaos polyndmiaux en grande
dimension d’'un champ de tenseur non gaussien qui est inconnu, a I'aide de données expérimentales partielles
et limitées, au travers d’un probleme aux limites stochastique. Nous avons validé une méthodologie permettant
de résoudre ce probleme difficile.
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