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Modélisation stochastique en grande dimension et
identification en inverse aux travers de probl̀emes aux limites

de champs de tenseurs aléatoires non gaussiens

C. SOIZE a

a.Universit́e Paris-Est, Laboratoire Mod́elisation et Simulation Multi-Echelle (MSME UMR 8208 CNRS),
5 bd Descartes, 77454 Marne-la-Vallée Cedex 2, France

Résuḿe :
On présente une modélisation probabiliste et l’identification de champs stochastiques non gaussiensà valeurs
tensoriellesà l’aide de donńees exṕerimentales partielles relatives̀a un vecteur observation de la solution
d’un probl̀eme aux limites stochastique, ce dernierétant fonction du champ aléatoireà valeurs tensorielles
qui doit être identifíe. La mod́elisation stochastique est basée sur l’introduction d’un mod̀ele probabiliste a
priori du champ de tenseur non gaussien et de son développement sur les chaos polynomiaux gaussiens avec
coefficients aĺeatoires. La ḿethodologie d’identification en inverse est basée sur la formulation et la ŕesolution
de plusieurs probl̀emes d’optimisation, le dernieŕetant celui relatifà la construction du mod̀ele probabiliste
a posteriori adapt́eeà la très grande dimension. La ḿethodologie est illustŕee dans le cadre d’un problème
d’élasticit́e linéaire tridimensionnelle pour de matériaux ayant une microstructure complexe hét́erog̀ene.

Abstract :
We present the probabilistic modeling and the identification of non-Gaussian tensor-valued random fields using
partial experimental data relative to a partial observation vector of the solution of a stochastic boundary value
problem, the latter being a function of the tensor-valued random field which must be identified. Stochastic mo-
deling is based on the introduction of a probabilistic model of a prior non-Gaussian tensor-valued random field
and its development on the polynomial Gaussian chaos with random coefficients. The identification methodo-
logy is based on several optimization problems, the last being on the construction of a posterior probabilistic
model adapted to high dimension. The methodology is illustrated through a three-dimensional linear elasticity
problem for materials with a complex heterogeneous microstructure.

Mots clefs : 3 maximum : champ aléatoire ; non gaussien ; identification

1 Introduction
Nous présentons les principaux résultats d’une recherche récente publiée dans [20] avec ses extensions sou-
mis dans [22]. Cette recherche est consacrée à l’identification des Coefficients Aléatoires Vectorielles (CAV)
du Développement en Chaos Polynômiaux (DCP) en grande dimension d’un champ de tenseur aléatoire
non gaussien inconnue, l’identification étant faite à l’aide de données expérimentales partielles et limitées,
au travers un Problème Aux Limites (PAL). Les données expérimentales sont liées à un vecteur d’obser-
vation qui est la solution du PAL qui dépend du champ de tenseur stochastique à identifier. Une nouvelle
méthodologie est proposée pour résoudre ce problème très difficile en grande dimension. Rappelons que la
méthodologie pour construire le DCP d’un champ aléatoire a été proposé dans [6] en se basant sur les travaux
de Wiener [26]. Depuis de nombreuses méthodologies ont ét´e développées dans ce domaine (voir par exemple
[7, 4, 15, 9, 16, 23, 11, 18, 10, 24, 12]. Les méthodes stochastiques inverses et les approches Bayésiennes ont
reçues une attention particulière (voir par exemple [25, 8, 27, 13, 14]). L’identification, à l’aide de données
expérimentales, des CAV déterministes du DCP d’un champ non-gaussien à valeurs réelles en utilisant le
maximum de vraisemblance a été analysée dans [5] et, plus récemment, a été revisitée dans [3]. Dans [2],
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les auteurs proposent de construire le modèle stochastique des CAV aléatoires du DCP à l’aide de la distri-
bution d’échantillonnage asymptotique gaussienne construit avec l’information de Fisher. Dans le travail [1],
en continuité de [19], l’identification bayésienne des distributionsa posteriorides CAV aléatoires du DCP
est proposée. Néanmoins, cette approche très intéressante n’est pas adaptée aux problèmes en très grande di-
mension (cas pour lequel plusieurs millions de variables aléatoires devraient être identifiées). C’est la raison
pour laquelle nous proposons, dans cette communication, un résumé d’une nouvelle méthodologie pour les
problèmes en très grande dimension [20, 21, 22].

2 Definition du probl èmeà résoudre
(1) Problème Aux Limites Stochastiques. On considère un PAL pour un champ vectoriel{u(x) = (u 1(x), u2(x),
u3(x)), x ∈ Ω} défini sur un ouvert bornéΩ deR

3 de point génériquex = (x1, x2, x3). Ce PAL dépend d’un
champ stochastique non gaussien à valeurs dans les tenseurs du 4ème ordre{C(x), x ∈ Ω} avecC(x) =
{Cijkℓ(x)}ijkℓ, inconnu et à identifier en inverse. Le champu est mesuré seulement sur la partieΓobs du bord
∂Ω = Γ0 ∪ Γobs∪ Γ du domaineΩ.

(2) Approximation par la ḿethode des Eléments Finis (EF). Le PAL stochastique est discrétisé par la méthode
des EF. SoitI = {x1, . . . , xNp} ⊂ Ω la partie finie deΩ constituée des points d’intégration des EF utilisés
dans le maillage deΩ. Pour toutx fixé, C(x) est représenté par la matrice(21 × 21) aléatoire[A(x)] telle
que [A(x)]IJ = Cijkh(x) avec une correspondanceI = (i, j) et J = (k, h). Soit U = (Uobs, Unobs) le
vecteur aléatoire à valeurs dansR

m = R
mobs × R

mnobs, avecm = mobs+ mnobs, constitué de tous les Degrés
De Liberté (DDL) de l’approximation EF du champu. Le vecteur aléatoireUobs = (Uobs

1 , . . . , Uobs
mobs

) des
observations est constitué desmobsDDL observés pour lesquels il y a des mesures. Le vecteur aléatoireUnobs=
(Unobs

1 , . . . , Unobs
mnobs

) est constitué de tous les autres DDL (surfaciques et volumiques) non observés et seront
utilisés pour contrôler la qualité de l’identification. Le vecteur aléatoireU est donc une transformation non
linéaire desNp matrices aléatoires dépendantes{[A(x)], x ∈ I}. Cet ensemble fini de matrices aléatoires est
représenté par un vecteur aléatoireV = (V1, . . . , VmV

). Par conséquent, on peut écrire

U = h(V) , Uobs = hobs(V) , Unobs= hnobs(V) , (1)

avecv �→ h(v) = (hobs(v), hnobs(v)) une application non linéaire déterministe (mesurable) deR
mV dans

R
m = R

mobs×R
mnobs qui peut être construite numériquement ”point par point” en résolvant le PAL discrétisé.

(3) Donńees exṕerimentales. On suppose que l’on dispose deνexp données expérimentalesuexp,1, . . . , uexp,νexp

dansR
m pour le vecteur observationUobs avecνexp relativement petit (données expérimentales partielles et

limitées). Ces données sont considérées commeνexp réalisations indépendantes du vecteur aléatoireUexp défini
sur l’espace probabilisé(Θexp,T exp,Pexp) et correspondant au vecteur aléatoire des observationsUobs(les vec-
teurs aléatoiresUexp et Uobs ne sont pas définis sur le même espace probabilisé).

(4) Problème stochastique inverseà résoudre. Le problème `a résoudre est l’identification du vecteur aléatoire
non gaussienV qui représente la discrétisation du champ stochastique{C(x), x ∈ Ω}, en utilisant les données
expérimentales partielles et limitéesuexp,1, . . . , uexp,νexp relatives au vecteur aléatoire des observationsUobs tel
queUobs = hobs(V) avechobs une application non linéaire déterministe et connue.

3 Méthodologie d’identification du DCP en grande dimension avec des données
expérimentales partielles et limit́ees

La méthodologie proposée pour l’identification des coefficients aléatoires, en grande dimension, du développement
en chaos polynômiaux de la discrétisation du champ stochastique à valeurs tensorielles à l’aide de données
expérimentales partielles et limitées est constituée de 6 étapes.

Etape 1. Introduction d’une famille de Mod̀eles Alǵebriques Stochastiques (MAS) a priori pour le vecteur
aléatoireV. Par hypothèse, les données expérimentales partielles ne sont pas suffisantes pour estimer la matrice
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de covariance[CV] qui doit être connue si l’on veut pouvoir construire une représentation statistique réduite à
l’aide d’une analyse en composante principale deV (ce qui correspond `a un développement de Karhunen-Loeve
tronqué du champ stochastique{[A(x)], x ∈ Ω}). De plus on veut que la représentation statistique réduite ait la
capacité de vérifier les propriétés mathématiques de la famille de matrices aléatoires{[A(x1)], . . . , [A(xNp)]}
(par exemple des propriétés de positivité). Pour contourner ces deux difficultés, on propose d’introduire une
famille {[AMAS(x; w)] , x ∈ Ω}w de Modèles Algébriques Stochastiques (MAS)a priori du champ stochas-
tique {[A(x)] , x ∈ Ω} à valeurs matricielles. On en déduit une famille{VMAS(w)}w du MAS deV. Cette
famille est définie sur(Θ,T ,P) et dépend d’un paramètre vectorielw appartenant à un ensemble admissible
Cad. Cela signifie que la famille{P MAS

V
(dv; w) , w ∈ Cad} de mesures de probabilité surR

mV de la famille de
vecteurs aléatoires{VMAS(w) , w ∈ Cad} est parfaitement déterminée. De plus on suppose qu’un générateur est
construit pour calculerνKL réalisations indépendantesV

MAS(θ1; w), . . . , VMAS(θνKL ; w) pourθ1, . . . , θνKL dans
Θ. En pratique, le vecteurw doit être choisi de petite dimension. Par exemple les composantes dew seront
la valeur moyenne[A], les longueurs de corrélation spatiale et des paramètres qui permettent de contrôler le
niveau de fluctuations statistiques du champ{[A(x)] , x ∈ Ω}.

Etape 2. Identification du mod̀ele alǵebrique stochastique optimalèa l’aide des donńees exṕerimentales. On
utilise les données expérimentales{uexp,1, . . . , uexp,νexp} pour identifier la valeur optimalewopt dew. En uti-
lisant le modèle numérique (voir l’Eq. (1)) et la familleVMAS(w) de MAS pourV, on construit la famille
{Uobs,MAS(w) , w ∈ Cad} des vecteurs aléatoires des observations, telle queUobs,MAS(w) = hobs(VMAS(w)) pour
w ∈ Cad. Le MAS optimal est obtenu en résolvant un problème d’optimisation qui permet d’obtenir la valeur
optimalewopt de w. On peut utiliser pour cela une méthode des moindres carrés (pondérée ou non) qui mi-
nimise la distance de la famille{Uobs,MAS(w) , w ∈ Cad} à la famille expérimentale{uexp,1, . . . , uexp,νexp} ou
encore, la méthode du maximum de vraisemblance. On obtient alors le MAS optimalV

MAS = V
MAS(wopt).

Etape 3. Repŕesentation stochastique réduite du MAS optimal. SoientVMAS(θ1), . . . , V
MAS(θνKL ) les νKL

réalisations indépendantes deV
MAS. Le vecteur moyenV = E{VMAS} et la matrice de covariance[C

VMAS ] =
E{(VMAS − V) (VMAS − V)T } sont estimés en utilisant les estimateurs statistiques usuelles et les réalisations
indépendantes{VMAS(θℓ), ℓ = 1, . . . νKL}. Soit [W] = [W1 . . . W

n] la matrice desn vecteurs propres de
[C

VMAS ] associés auxn plus grandes valeurs propresλ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn > 0. La représentation stochastique
réduite du MAS optimal s’écrit alors

V
MAS ≃ V +

n∑

j=1

√
λj ηMAS

j W
j , (2)

avecηMAS = (ηMAS
1 , . . . , ηMAS

n ) une variable aléatoire du second ordre, à valeurs dansR
n, telle que

E{ηMAS} = 0 , E{ηMAS (ηMAS)T } = [In] . (3)

La convergence en moyenne d’ordre deux du membre de droite de l’Eq. (2)) par rapport àn est étudiée
en construisant la fonction d’erreurn �→ err(n) = 1 − (

∑n
j=1 λj)/tr[CVMAS ] qui est une fonction mono-

tone décroissante. LesνKL réalisations indépendantesη
MAS(θ1), . . . ,η

MAS(θνKL ) sont calculées par la relation

ηMAS
j (θℓ) = λ

−1/2
j (VMAS(θℓ) − V)T W

j .

Etape 4. Développement en chaos polynomiaux (DCP) avec des coefficientsà valeurs vectorielles (CAV)
déterministes de la représentation stochastique réduite du MAS optimal. Cette étape consiste à construire la
représentation suivante

η
MAS ≃ η

chaos(N) , η
chaos(N) =

N∑

α=1

yα Ψα(Ξ) , (4)

dans laquelle les variables aléatoires réellesΨ1(Ξ), . . . ,ΨN (Ξ) sont les polynômes d’Hermite normalisés,
renumérotés, du vecteur aléatoire Gaussien normaliséΞ = (Ξ1, . . . ,ΞNg

) (doncE{Ξ} = 0 et E{ΞΞ
T } =
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[INg
]) et défini sur(Θ,T ,P), tels que, pour toutα etβ dans{1, . . . , N},

E{Ψα(Ξ)} = 0 , E{Ψα(Ξ)Ψβ(Ξ)} = δαβ , (5)

où δαβ est le symbol de Kronecker. Le polynôme constant qui correspond à l’indiceα = 0 n’est pas inclus
dans l’Eq. (4). SoitNd le degré maximum des polynômes d’hermite utilisés dans le développement. Alors le
nombreN de chaos dans l’Eq. (4) est

N = f(Ng, Nd) = (Nd + Ng)! /(Nd!Ng!) − 1 . (6)

Dans l’Eq. (4)), le symbole ”≃” signifie que la convergence est en moyenne d’ordre deux pourN suffisamment
grand. Les CAV déterministes sont lesN vecteursy1, . . . , yN dansRn qui vérifient, compte tenu des Eqs. (3)
et (5),

N∑

α=1

yα yαT = [In] . (7)

Soit e �→ pηMAS
j

(e) la fonction de densité de probabilité (f.d.p) deηMAS
j . Pour touty1, . . . , yN fixé dansRn et

satisfaisant l’Eq. (7)), soite �→ pηchaos
j (N)(e ; y1, . . . , yN ) la f.d.p deηchaos

j (N). La convergence de la suite de

vecteurs aléatoires{ηchaos(N)}N versη
MAS est contrôlée avec la fonction d’erreur suivante,

errj(Ng, Nd) =

∫

BIj
| log10 pηMAS

j
(e) − log10 pηchaos

j (N)(e ; y1, . . . , yN )| de , (8)

où BIj est un interval born´e deR, adapté au problème (voir [20]). L’estimation depηMAS
j

(e) est faite par la
méthode des noyaux gaussiens en utilisant les réalisations indépendantesη MAS

j (θ1), . . . , ηMAS
j (θνKL ) calculées à

l’étape 3. De même, pour des valeurs fixées des vecteursy1, . . . , yN , l’estimation depηchaos
j (N)(e ; y1, . . . , yN )

est faite en utilisant l’Eq. (4) et lesν réalisations indépendantesΞ(θ1), . . . ,Ξ(θν) du vecteur gaussienΞ avec
θ1, . . . , θν in Θ. Pour le vecteur aléatoireηchaos(N), l’erreur err(Ng, Nd) est définie par

err(Ng, Nd) =
1

n

n∑

j=1

errj(Ng, Nd) . (9)

Il est à noter que les Eqs. (8) et (9) ne sont pas utilisées pour identifiery1, . . . , yN , mais seulement pour évaluer,
pour chaque valeur deN et pour des valeurs fixées dey1, . . . , yN , la qualité de l’approximationηMAS ≃
η

chaos(N). PourN fixé, l’identifications dey1, . . . , yN est faite par le maximum de vraisemblance comme
proposé dans [5] puis réutilisé par [2, 20]. Comme les variables aléatoiresηMAS

1 , . . . , ηMAS
n sont dépendantes

mais non corrélées, on utilise l’approximation suivante du log de la fonction de vraisemblance,

L(y1, . . . , yN ) =
n∑

j=1

νKL∑

ℓ=1

log10 pηchaos
j (N)(η

MAS
j (θℓ) ; y1, . . . , yN ) . (10)

La valeur optimale(y1, . . . , yN ) de(y1, . . . , yN ) est alors donnée par

(y1, . . . , yN ) = arg max
(y1,...,yN )∈CN

ad

L(y1, . . . , yN ) , (11)

avecCN
ad = {(y1, . . . , yN ) ∈ (Rn)N ,

∑N
α=1 yα yαT = [In]}. Pour la grande dimension, c’est-à-dire pour

n×N très grand (plusieurs millions), le problème d’optimisation défini par l’Eq. (11) est très difficile et n’a été
résolu dans la décade passée que pour des petites valeurs den erN . Ce problème a pu ˆetre résolu dans [20, 21]
que grâce à l’introduction de deux nouveaux algorithmes. Le vecteur aléatoireUMAS = (Uobs,MAS, Unobs,MAS)
construit avec le modèle numérique stochastique correspondant au MAS optimal représenté par le DCP, est
donné parUMAS = h(VMAS) avecV

MAS ≃ V +
∑n

j=1

√
λj ηMAS

j W
j avecη

MAS ≃
∑N

α=1 yα Ψα(Ξ). Les
réalisations indépendantes{UMAS(θℓ), ℓ = 1, . . . , ν} deUMAS peuvent alors être calculées. Pour1 ≤ k ≤ mobs,
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on en déduit les réalisations indépendantes de chaque composanteU MAS
k du vecteur aléatoire des observations

Uobs,MAS, et pourmobs+ 1 ≤ k ≤ m, de chaque composanteU MAS
k deUnobs,MAS. La f.d.puk �→ pUMAS

k
(uk) on

R deUMAS
k peut alors être estimée avec ces réalisations indépendantes et la méthode des noyaux gaussiens.

Etape 5. Modèle stochastique a priori des coefficients aléatoiresà valeurs vectorielles. On introduite le modèle
stochastiquea priori V

prior deV
MAS, défini sur(Θ′ × Θ,T ′ ⊗ T ,P ′ ⊗P), tel que

V
prior = V +

n∑

j=1

√
λj ηprior

j W
j , (12)

avecηprior = (ηprior
1 , . . . , ηprior

n ), défini sur(Θ′ × Θ,T ′ ⊗ T ,P ′ ⊗ P), tel que

η
prior =

N∑

α=1

Yα,prior Ψα(Ξ) , (13)

oùY
prior = (Y1,prior, . . . , YN,prior) est à valeurs dansRnN = R

n×. . .×R
n, est défini sur(Θ′,T ′,P ′). Pour tout

(θ′, θ) dansΘ′ × Θ, la réalisationVprior(θ′, θ) deV
prior s’écrit V

prior(θ′, θ) = V +
∑n

j=1

√
λj ηprior

j (θ′, θ) W
j

avecηprior(θ′, θ) =
∑N

α=1 Yα,prior(θ′)Ψα(Ξ(θ)) etYprior(θ′) = (Y1,prior(θ′), . . . , YN,prior(θ′)).

Soit ε ≥ 0. La f.d.p a priori � �→ p
prior
Y

(�) sur R
nN du vecteur aléatoireYprior = (Y1,prior, . . . , YN,prior)

est construite comme suit. Les vecteurs aléatoiresY 1,prior, . . . , YN,prior sont pris indépendants dans leur en-
semble et chaque vecteur aléatoire est écritYα,prior = 2ε |yα|Uα + yα − ε |yα| avec|yα| = (|yα

1
|, . . . , |yα

n
|)

les N vecteurs deRn calculésà l’étape 4. Dans cette équation,{U1, . . . , UN} est une famille de variables
aléatoires indépendantes et uniformes sur[0 , 1], définies sur(Θ ′,T ′,P ′). Par conséquent, la composante
Y

α,prior
j de Yα,prior est une variable aléatoire uniforme centrée enyα

j
et dont le support de sa loi de proba-

bilité estsα
j = [ yα

j
− ε |yα

j
| , yα

j
+ ε |yα

j
| ]. On en déduit queE{ηprior} = 0 et queE{Yα,prior} = yα pour

α = 1, . . . , N . Les fluctuations statistiques deYα,prior autour deyα sont contrôlées parε. Si ε = 0, alors
Yα,prior = yα p.s.

Soit {[Aprior(x1)], . . . , [Aprior(xNp)]} la famille desNp matrices aléatoires associées au modèlea priori V
prior.

Cette famille doit vérifier une propriété notéeProp (par exemple, pour toutk in {1, . . . , Np}, [Aprior(xk)] doit
être définie positive p.s.). Par construction, pourε = 0, cette propriétéProp est vérifiée. Cependant, pour
ε > 0, cette propriété peut ne pas être vérifiée pour certaines réalisations. La méthode de réjection est alors
utilisée pour construire le sous ensemble des réalisations indépendantes pour lesquellesProp est satisfaite. Soit
ε > 0. SoientYprior(θ′1), . . . , Y

prior(θ′ν ′) lesν ′ réalisations indépendantes deY
prior. SoientΞ(θ1), . . . ,Ξ(θν)

les ν réalisations indépendantes deΞ. Pourθ ′
ℓ′ et θℓ fixés, soitVprior(θ′ℓ′ , θℓ) la réalisation deVprior et soit

[Aprior(x1; θ′ℓ′ , θℓ)], . . . , [Aprior(xNp ; θ′ℓ′ , θℓ)] les réalisations correspondantes de[Aprior(x1)], . . . , [Aprior(xNp)].
Si la famille{[Aprior(x1; θ′ℓ′ , θℓ)], . . . , [Aprior(xNp ; θ′ℓ′ , θℓ)]} vérifie la propriétéProp, alors la réalisation(θ′ℓ′ , θℓ)
est gardée et, si non, elle est rejetée. Pourθ ′

ℓ′ fixé, on introduit le sous ensemble{θℓ1 , . . . , θℓeν(ℓ′)
} de{θ1, . . . , θν},

avecν̃(ℓ′) ≤ ν, pour lequel la propriétéProp est vérifiée.

Pour toutℓ′ fixé dans{1, . . . , ν ′}, les réalisationsUprior(θ′ℓ′ , θℓj
) pourj = 1, . . . , ν̃(ℓ′) deUprior = (Uobs,prior,

Unobs,prior) = h(Vprior) sont calculées avec le modèle numérique stochastique construit avec le modèlea priori
Y

prior de Y. Pour1 ≤ k ≤ m, la f.d.p uk �→ p
U

prior
k

(uk) sur R de U
prior
k est estimée avec ces réalisations

indépendantes et la méthode des noyaux gaussiens.

Etape 6. Modèle stochastique a posteriori des coefficients aléatoiresà valeurs vectorielles.

La méthode de Bayes est utilisée pour construire le modèlea posterioriYpost deY
prior. Pour� = (y1, . . . , yN )

fixé dansRnN = R
n × . . .×R

n, soitU = (Uobs, Unobs) tel queU = h(V) avecV le vecteur aléatoire à valeurs

5
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R
mV tel queV = V+

∑n
j=1

√
λj ηj W

j (voir Eq. (12)) etη = (η1, . . . , ηn) tel queη =
∑N

α=1 yα Ψα(Ξ) (voir

Eq. (13)). Soituobs �→ pUobs|Y(uobs|�) la f.d.p conditionnelle surRmobs deUobssi Y = (Y1, . . . , YN ) est égal à

� = (y1, . . . , yN ) in R
nN . Le modèle numérique stochastique permet donc de calculer les f.d.p conditionnelles

uobs �→ pUobs|Y(uobs|�) et uobs
k �→ pUobs

k |Y(uobs
k |�). Le modèlea posterioriUpost = (Uobs,post, Unobs,post) s’écrit

Upost = h(Vpost), Uobs,post = hobs(Vpost) et Unobs,post = hnobs(Vpost) avecV
post le modèlea posteriorideV

prior

qui s’écrit, compte tenu des Eqs. (12) et (13),

V
post = V +

n∑

j=1

√
λj η

post
j W

j , (14)

avecηpost = (ηpost
1 , . . . , ηpost

n ) le vecteur aléatoire défini sur(Θ′ × Θ,T ′ ⊗ T ,P ′ ⊗ P), tel que

η
post =

N∑

α=1

Yα,postΨα(Ξ) , (15)

et oùY
post = (Y1,post, . . . , YN,post défini sur(Θ′,T ′,P ′) dont la f.d.p surRnN , à estimer par Bayes, est notée

� �→ p
post
Y

(�). La méthode de Bayes permet alors de calculerp
post
Y

par

p
post
Y

(�) = Lbayes(�) p
prior
Y

(�) , (16)

avec� �→ Lbayes(�) la fonction de vraisemblance définie surR
nN par

Lbayes(�) =
Π

νexp
ℓ=1 pUobs|Y(uexp,ℓ|�)

E{Π
νexp
ℓ=1 pUobs|Y(uexp,ℓ|Yprior)}

. (17)

La f.d.puk �→ p
U

post
k

(uk) surR deU
post
k est alors donné parp

U
post
k

(uk) = E{Lbayes(Yprior) pUk|Y(uk|Y
prior)}

avecpUk|Y(uk|�) la f.d.p conditionnelle deUk si Y = �. Cette approche usuelle peut se révéler peu efficace en
très grande dimension avec des données partielles et limitées. Une variante de la méthode présentée ci-dessus
été développée dans [22] et est utilisée dans l’application présentée dans le paragraphe´e 4.

4 Application
On considère une microstructure représentée par le domaineΩ = (]0 , 1[)3 de R

3, dont le bord est∂Ω =
Γ0∪Γobs∪Γ et qui est occupé par un matériau hétérogène linéaire élastique anisotrope dont le champ du tenseur
d’élasticité,à l’échelle mésoscopique, est modélisé par le champ stochastique non gaussien à valeurs dans les
tenseurs du 4ème ordre{C(x), x ∈ Ω} avecC(x) = {Cijkℓ(x)}ijkℓ. Soit{u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x)), x ∈
Ω} le champ de déplacement `a l’échelle mésoscopique. La loi de comportement du matériau s’écrit donc
sjk(x) = Cjkℓm(x) εℓm(x), avecs le tenseur des contraintes etε le tenseur des déformations tel queε ℓm(u(x)) =
1
2 (∂uℓ(x)/∂xm + ∂um(x)/∂xℓ). Le problème aux limites considér´e s’écrit,

−div s= 0 in Ω ,

u(x) = 0 on Γ0 , (18)

s(x) n(x) = gΓ(x) on Γ and s(x) n(x) = 0 on Γobs ,

où n(x) = (n1(x), n2(x), n3(x)) est la normale unitaire à∂Ω extérieure àΩ.

Etape 1. On introduit la famille{CMAS(x ; w), x ∈ Ω}w de MAS, définie dans [16, 17]. Pour toutx dansΩ,
CMAS(x ; w) est représenté par la matrice symétrique(6 × 6) définie positive[A MAS(x ; w)] et qui dépend du
paramètre vectorielw = (δ, Lc) ∈ Cad et de la valeur moyenne{[A]ij, 1 ≤ i ≤ j ≤ 6}) du champ qui est fixée
à une matrice définie positive donnée et indépendante dex. Le paramètreδ > 0 contrôle le niveau des fluctua-
tions statistiques etLc > 0 est une longueur de corrélation qui contrôle les longueurs de corrélation spatiale du
champ. Le cube(]0 , 1[)3 est maillé avec6×6×6 = 216 éléments finis à8 noeuds et à 8 points d’intégration par

6
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EF. On a doncNp = 1 728 points d’intégration. La dimension du vecteurV
MAS(w) qui discrétise[AMAS(. ; w)]

est alorsmV = 21 × Np = 36 288. Les 4 noeuds d’angle de la facex1 = 1 sont bloqués. Un force de com-
posantes(0, 1, 0) est appliquée au noeud de coordonnées(0, 0, 1). Les DDL observés sont les déplacements
suivantsx2 etx3 de tous les noeuds à l’intérieur de la face du cubex1 = 0. Comme il y a49 noeuds sur chaque
face du cube dont25 noeuds à l’intérieur de chaque face, on amobs = 2× 25 = 50 DDL observés. Le nombre
de DDL non observés est doncmnobs = 967 pour un total dem = 1017 DDL. On dispose deνexp = 200
ensemble de données expérimentales (voir [22]).

Etape 2. Le problème d’optimisation pour identifier le MAS optimal est formulé avec la fonction coûtw �→
J(w) défini dans [20]) et est estimée, pour chaquew, avec le modèle stochastiqueU obs,MAS(w) = hobs(VMAS(w))
qui est résolu par la méthode de Monte Carlo avec1 000 réalisations indépendantes deV

MAS(w). La valeur
optimalewopt = (δopt, Lopt

c ) qui correspond au minimum de la fonction coût, est obtenue pourδopt = 0.42 et
Lopt

c = 0.34. La Fig. 1 de gauche montre le graphe de la fonction(δ, Lc) �→ J(δ, Lc).
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FIG. 1 – GAUCHE : Fonction coût(δ, Lc) �→ J(δ, Lc) pour l’identification du MAS optimal en utilisant les
données expérimentales partielles.
DROITE : Fonction d’erreurNd �→ err(Ng, Nd) pourηchaos(N) avecN = f(Ng, Nd) etNg = 4.

Etape 3. Le MAS optimalVMAS(wopt) est simplement notéVMAS. Sa valeur moyenneV = E{VMAS(wopt)}
est un vecteur deR36 288 et sa matrice de covariance[CVMAS ] est une matrice(36 288 × 36 288). Ces deux
moments sont estimés avec le MAS optimal etνKL = 1 000 réalisations indépendantes. Le sous espace propre
dominant du problème au valeur propre[CVMAS ] Wj = λjW

j est construit par la méthode d’itération dans les
sous espaces. La convergence de la représentation réduite pour une tolérance relative de0.05 est obtenue pour
n = 550.

Etape 4. Les calculs sont menés pourn = 550, νKL = 1 000 etν = 11 000. La convergence est obtenue pour
Ng = 4 et la Fig. 1 de droite montre le graphe de la fonction d’erreur (pourNg = 4). Une convergence raison-
nable est obtenue pourNd = 20. A la convergence (Ng = 4 erNd = 20), il y a N = 10 625 CAV déterministes
dans le DCP deηchaos(N), c’est-à-dire qu’il y a5 843 750 = 10 625 × 550 coefficients réels qui ont été iden-
tifiés. La Fig. 2 est relative à l’analyse de la convergence en fonction du nombreN = f(N g, Nd) de chaos
pour deux coordonnées,j = 1 et j = 550, pourNg = 4 et pourNd = 9 (N = 714), Nd = 20 (N = 10 625)
et pourNd = 22 (N = 14 949). Chaque figure montre la comparaison du graphe dee �→ log10(pηMAS

j
(e)) pour

le MAS optimal avec le graphe dee �→ log10(pηchaos
j (N)(e ; y1, . . . , yN )) pour le DCP avecN = f(Ng, Nd)

chaos. La qualité de la convergence est similaire pour les548 autres coordonnées.

Etapes 5 and 6. Les calculs sont faits avecn = 550, N = 10 625, ε = 1.2, ν ′ = 10 000 etν = 3 000. Chaque
matrice de la famille{[Aprior(x1; θ′ℓ′ , θℓ)], . . . , [Aprior(xNp ; θ′ℓ′ , θℓ)]} doit être définie positive (propriétéProp).
Pourθ′ℓ′ fixé, le sous ensemble{θℓ1 , . . . , θℓeν(ℓ′)

} de{θ1, . . . , θν} aété déterminé avec le modèle numérique sto-

chastique pour queProp soit vérifiée. Le nombre total de réalisations dansΘ′×Θ est
∑ν ′

ℓ′=1 ν̃(ℓ′) = 3 439 684.
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FIG. 2 –Analyse de convergence par rapport au nombreN de chaos. Comparaisons des graphese �→ p ηMAS
j

(e)

(trait mince) avec les graphes dee �→ pηchaos
j

(e) estiḿes en utilisant le DCP avecN chaos (traitépais), pour
différentes valeurs deN et pour les coordonńeesj = 1 et j = 550. Axe vertical :log10 de la f.d.p Axe
horizontal : valeure deηj .

Les Figs. 3 et 4 comparent les f.d.p des données expérimentalesU exp
k avec les f.d.p les réponses aléatoiresU prior

k

etUpost
k , associées àVprior etVpost. La Fig. 3 est relative aux DDL observésk qui correspondent au déplacement

x2 des noeuds17 et 37 (parmi les25 noeuds à l’intérieur de la facex1 = 0 du cube). La Fig. 4 permet de
voir la qualité de l’identification en examinant les DDL non observésk qui correspondent au déplacement
x2 des noeuds74 et 174 à l’intérieur du cube, pour lesquels, les coordonnées sont(0.1667, 0.500, 0.500) et
(0.500, 0.500, 0.8333).
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FIG. 3 – Pour les DDLk observ́es correspondant aux déplacementsx2 des noeuds17 et 37, graphes de
uobs

k �→ p̂U
exp
k

(uobs
k ) (trait continu mince),uobs

k �→ p
U

obs,prior
k

(uobs
k ) (trait pointill é-tiret́e),uobs

k �→ p
U

obs,post
k

(uobs
k )

(trait épais).
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FIG. 4 – Pour les DDLk non observ́es correspondant aux déplacementsx2 des noeuds74 et 174, graphes
de unobs
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5 Conclusions
Nous avons présenté une méthodologie pour identifier le développement en chaos polynômiaux en grande
dimension d’un champ de tenseur non gaussien qui est inconnu, à l’aide de données expérimentales partielles
et limitées, au travers d’un problème aux limites stochastique. Nous avons validé une méthodologie permettant
de résoudre ce problème difficile.
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