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Résumé :

De nombreux matériaux présentent des dispersions et des incertitudes sur leurs propriétés mécaniques ma-
croscopiques. L'origine de ces dispersions se trouve essentiellement dans les fluctuations aléatoires constatées
aux échelles inférieures, en particulier a I'échelle mésoscopique dans le cas d'incertitudes microstructurales.
Nous proposons dans cette communication une démarche d'évaluation de l'incidence des fluctuations aléatoires
de fraction volumique a une échelle mésoscopique, sur les propriétés macroscopiques des matériaux composites.
En particulier, la méthodologie de construction du modeéle probabiliste ainsi que la stratégie de résolution du
probléme sont décrites.

Abstract :

Many materials encounter fluctuations and uncertainties on their macroscopic mechanical properties. This basi-
cally results from random fluctuations observed at a lower scale, especially at the mesoscale when microstructural
uncertainties are considered. The aim of the present study is then to propose a hew metholodology that allows to
evaluate the impact of a randomly fluctuating volume fraction at the mesoscale of composites. In particular, the
methodology of construction of the probabilistic model as well as the strategy for solving the mechanical problem
are described.

Mots-clefs :

Homogénéisation ; Modéle probabiliste ; Matériaux composites

1 Introduction

Dans cette étude, nous considérons les matériaux composites pour lesquels certaines carac-
téristiques microstructurales, telle que la fraction volumique, peuvent étre modélisées comme
des champs aléatoires (cas de fluctuations spatio-probabilistes) a I'échelle mésoscopique. Tel
est par exemple le cas des matériaux thermoplastiques renforcés par des fibres longues, sur
lesquels de telles dispersions ont été mises en évidence, notamment dans la direction de I'’écou-
lement de larésine lors de la fabrication (Coulon (2007)). Pour des raisons de confidentialité, ce
phénomene est simplement illustré sur la figure 1. Afin de rendre compte de l'influence de ces
fluctuations aléatoires locales, nous considérons trois échelles distinctes (respectivement mi-
croscopique, mésoscopique et macroscopique), supposées séparées et telles que décrites dans
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FiG. 1 —lllustration des variations spatiales aléatoires de la fraction volumigue sur une plague compo-
site.

Garajeu et al. (2006). Cette séparation d’échelle nous permet alors de procéder a deux homo-
généisations successives, illustrées sur la figure 2 :

— la premiére est conduite entre les échelles microscopique et mésoscopique et permet
d’évaluer les propriétés mécaniques effectives de chaque région mésoscopique ;

— la seconde est réalisée entre les échelles mésoscopique et macroscopique et permet d’in-
tégrer la mésostructure aléatoire du composite.

Afin de simplifier I'étude, nous ne considérons que le cas d’'un composite biphasé, de fraction
volumique mésoscopiquE. Apres avoir exposé la méthodologie de construction du modele
probabiliste, nous détaillons la procédure expérimentale d’identification ainsi que la stratégie
de résolution.

2 Construction du modéle probabiliste

2.1 Représentation du champ aléatoire

Le champ aléatoire mésoscopiqti€x) est de fagon classique écrit sous la forme (Desce-
liers et al. (2006)):

N
F(x) = Zajé}goj (x),r€Q 1)

ou {aj}j.vzl est un ensemble de constantes réelles a dé{'@ﬂf;\’:l un ensemble dénombrable

de variables aléatoires @oj}j.v:l une base Hilbertienne d& = L?(,[0,1]). Ces variables
aléatoires peuvent étre interprétées comme les projections du champ aléatoire sur la base Hil-
bertienne. On introduit alors une partition de I'esp&te- Uj.vzl €2, (cf. figure 2) et on définit

les fonctions de la base pap; (x) = I, (X) /4/[$2;], oulg; (x) est la fonction indicatrice
(In; (x) = 1siz € Q; etly, (X) = 0 sinon). Par suite, on vérifie que< ¢;,or >p=
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L : longueur caractéristique de I'échelle macroscopique Séparation d'échelle : d << a << L
a : longueur caractéristique de I'échelle mésoscopique
d : longueur caractéristique de I'échelle microscopique

Partition expérimentale de Q

Td
Plaque composite Sous-volume ECHELLE
ECHELLE MACROSCOPIQUE ECHELLE MESOSCOPIQUE MICROSCOPIQUE
Homogénéisation Homogénéisation
. o hasti
ECHELLE déterministe ECHELLE stochastique ECHELLE
MICROSCOPIQUE MESOSCOPIQUE MACROSCOPIQUE

FiG. 2 —Partition et homogénéisations successives.

Jo @i (X) @k (X)dx = d;,. En remarquant a partir de (1) que pour une ; donné, on a

ta
F(x) = a;&;/4/1€;| et puisqued < F (x) < 1 presque sGrement, on pose = /|{;] et
0 <& < 1. Enrésume, on retiendra que la représentation du champ aléatoire s’éecrit :

N
Z 19,1€50; (X Z@HQ Lz e )

avect; =< Fip; >n [/[S].

2.2 Caractérisation de la représentation

Afin de caractériser le processus, on s’'intéresse dans un premier temps a la classe de celui-ci.
Le moment d’ordre 2 du champ s’écrit :

BP0} =Sl 0066 o, () et 0 @

j=1 k=1

On peut alors montrer quér € €, E{F(x)z} < 1 < o0, ce qui indique que le champ
ainsi construit est du second ordre (et correspond donc bien a une grandeur d’énergie finie).
La moyenne, I'autocorrélation et I'autocovariance du champ sont alors respectivement données

par:

E{F (0} = > /11, 09 @

=N VI %I E {g8} 5 (%) or (X) 5)

7=1 k=1
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Cp (XX') = Rp (X,X") —mp (X) mg (X') (6)
avect = E{{;} = ‘Q—lj' fQj mp (X) dx etVe € Q, mp (X) = E{F (X)}.
D’autre part, en s’appuyant sur le fait que le domaine est borné, on vérifie|mEﬁ].2 =
E{[,F(x)*dx} < Q| <ooet [, [, |Rr (xx)[*dxdx’ < 3 ¥ Q> < co. Enfin, on notera
gue le champ aléatoire n’est ni continu presque srement, ni dérivable en moyenne d’ordre deux
(cf. Soize (1993)).

2.3 Réduction du modéle probabiliste

Le nombre de partied/ étant potentiellement tres grand, on considéere une réduction du
modele probabiliste par une représentation de Karhunen-Loéve (Loeve (1977)). Par suite, le
champ s’écrit sous la forme:

F(X)=FX + Y VAanatha (X) ©)

avecM << N et F (x) est la moyenne du champ aléatoife.,} ", et {1, }', sont res-
pectivement les valeurs et vecteurs propres de I'opérateur de covariance du champ (cf. Loeve
(1977)). Le vecteur aléatoire a une distribution de probabilité arbitraire (avEdn,} = 0)

et dépendante de la loi de probabilité du champ aléafoifeoir Descelierset al. (2006)). On
introduit alors une fonctiog telle que g, : R — | aa,ba [, Do = Ga (a)-

llvient: F (x) = F (X)+ M vVAaga (Co) Yo (X). Le vecteut = ((,....¢yr) admet alors clas-
siguement une décomposition sur les chaos polyndmiaux (Sxiak (2004), Wiener (1938)),

écrite a I'ordreg sous la forme :

ou v est un multi-indice(~,,...,7,) € N™ (avec|y| = >, < gety! = [, %w!). X
est un vecteur Gaussien centré de dimensioff { X; X} = 0,;), H, (X) = [[,—, H+, (X&)
(avecH., (x) polyndme d’Hermite d’'ordre;) etz. est un vecteur dari®". Le maximum de
vraisemblance est alors utilisé pour construire, a partir tialisations expérimentales (voir la
section 3), une estimation des parame#egroir Descelierset al. (2006)).

3 Procédure d’identification expérimentale

L'identification expérimentale requiert la considérationdeéalisations du champ aléatoire
mésoscopique. Les échantillons sont des plaques composites contenues dans:|@)pdéum
repére orthonorm@zyz) (voir la figure 2). Les dimensions seleny etz sont respectivement
hy, h, eth,, telles queh, << h, eth, << h,. Le champ aléatoire est donc considéré comme
bidimensionnel, selon les directiomset y. La fraction volumique mésoscopique est identifiée
a I'aide d’une technique non destructive ultrasonore : la vitesse de propagation des ondes lon-
gitudinalesV;, dans le matériau étant explicitement liée aux propriétés élastiques effectives du
domaine investigué (dans le cas isotrope, le module d'Yatireg le coefficient de Poissan
du mésovolume), celle-ci dépend donc clairement du taux volumique de renfort. La procédure
expérimentale proposée est ainsi la suivante :

a. Fabrication (injection) d’'un ensembl®, de v réalisations, avec une consigne en fraction
volumique feonsiane:



18®MeCongres Francais de Mécanique Grenoble, 27-31 ao(it 2007

b. Fabrication d’un ensemblg, de: réalisations suppléementaires ayeconsignes en fraction
volumique différentes, afin d’étalonner la mesure ;

c. Mesure deg. champs de vitessi, sur R, (sur tout ou partie du domaine), puis mesure par
calcination/pesage des fractions volumiques mésoscopiqués, sur

d. Construction, a partir des mesures précédentes, de la relation : vitesse longitudinale/fraction
volumique;

e. Mesure, sur un sous-ensemblefglg des longueurs de corrélation du champet L, ;

f. Définition de la partition expérimentale du domaine : on posemax(L,,L,);

g. Mesure surR, des champs de vitesse, puis calcul des champs de fractions volumiques mé-
soscopiques correspondants.

Il importe de souligner que la procédure expérimentale qui vient d’étre décrite est de fait

consistante avec le modéle proposé (correspondance des partitions). Les premiers tests effectués

montrent la linéarité de la relation vitesse longitudinale/fraction volumique.

4 Solveur stochastique et modélisations micromécaniques associées

L'objectif de cette section est de proposer une stratégie de résolution du probléme d’homo-
généisation stochastique, i.e. de caractériser le tenseur d’élasticité macroscopique stochastique

C=C (9) (rargumentd symbolise le caractére aléatoire de la quantité-etd, désigne donc
une réalisation). Afin de simplifier le raisonnement, on suppose une €lasticité isotrope, si bien

que:C () = 3k (0)J + 211 (§) K, otk () et/i (9) sont respectivement le module de compres-
sibilité et de cisaillement macroscopiques aléatoires du matéfiaui ® i, K =1 — J, i et

I sont les tenseurs identité d’ordre 2 et 4 respectivement). La décomposit%(ﬁ)ﬂeur les
chaos polynémiaux s’écrit (le méme raisonnement est conduit pour le module de cisaillement):

i (0) = > /cXHXT;}'Q (©)

X Ix|=1

Les coefficients{k;}x sont évalués en usant de I'orthogonalité des polynémes d’Hermite, soit :

b = e { R ) 1, () (10)

Le calcul de I'espérance {k (0) H, (X)} correspond a une intégration multi-dimensionnelle :

p{ko 00 f = [ R0 06,0 dx (11)

ou ¢,, est la densité normale canonique de dimensiorL’équation (11) est résolue a l'aide

de simulations numeériques de Monte-Carlo (Rubinstein (1981)), qui requierent en particulier
le calcul des modules macroscopiques pour chaque réalisation. A chaque tirage, I'équation (7)
fournit la réalisation du champ aléatoif&x,d;, ). Deux homogénéisations successives sont alors

conduites et fournissent finalement la réalisatiot9,) (et donc,k (6;) etﬁ(ek)). Elles se
résument comme suit:

— de I'échelle microscopique a I'échelle mésoscopique : pour chagque mésovojuihec
j < N), la fraction volumiquer ) (6,) = F (x,0;) , * € Q; est déterminée par I'équation

5
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(7) et le schéma classique de Mori-Tanaka est employé (Boetext (2006)). On déter-
mine donc chaque réalisation d¥stenseurs effectifs mesoscoplqu{a@(’“ Qk)}

— de I'échelle mésoscopique a I'échelle macroscopique : les tenseurs d’élasticité des méso-
volumes calculés, la morphologie de la réalisation du matériau composite a mésostructure
aléatoire est assimilée a une morphologie polycristalliv@liases de fraction volumique
1/N), si bien que le passage de I'échelle mésoscopique a I'échelle macroscopique est
effectué a l'aide du schéma autocohérent. L'équation d’autocohérence, résolue numéri-

guement, s’écrit:
( E:(em) + PE”(@)] (% > Az@wk))
) (12)

~ —1
ot AV (6)) = {]I +P(6,) <@8)(9k) — @(9,{))1 et le tenseur de HilP(6,,) est évalué

-1

C(6,) = C6) + % >

r=1

avec le tenseur homogénéise macroscop@(lﬂqg) (cf Bornert et al. (2006)).
5 Conclusion

Cette communication présente une nouvelle méthodologie, basée sur une modélisation pro-
babiliste et micromécanique, permettant la caractérisation du tenseur d’élasticité macroscopique
aléatoire en présence d’incertitudes microstructurales constatées a I'’échelle mésoscopique sur
le matériau. La méthodologie de construction du modéle probabiliste, la procédure d’identifi-
cation expérimentale ainsi que la stratégie de résolution du probleme mécanique en contexte
stochastique sont détaillées dans le cas d’'un matériau composite biphasé.
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